Exercice 3 6 points

On considére n un entier naturel non nul.
On considere la fonction f;, définie sur I'intervalle [0; 1] par: f,,(x) = x" el™*,

Partie A

1. fily=xe!™donc fj(x)=1x el +xx(-e'™) :

On sait que pour tout x e Ron a e~ > 0, donc fi(x) estdusignede 1-x.0r,1-x>0 <
x < 1. Donc, pour tout x€ [0; 1], fl’ (x) est strictement positif.

2.
X 0 1
Si
igne N
de f(x)
1
Variations 1-0
0=0 =0
de f; f1(0) x e
0 fl(l):]_X 81_1:(-30:1

3. Lafonction f; est continue (puisque dérivable) et strictement croissante sur [0 ; 1], avec
fi0)=0<0,1et f1(1)=1>0,1, donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermé-

diaires, 'équation f;(x) = 0,1 admet une solution unique dans [0 ; 1].
Partie B

On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel 7 non nul par
1 1
U, = f fn(x)dx c'est-a-dire u, = f x"el " dx.
0 0

On admet que u; = e—2.
1. a. Pourxe [0;1],ona:0<x< 1.
x > 0 donc x™ > 0; on multiplie I'inégalité précédente par x" :
Oxx"<xxx"<1xx" < 0L x" < x"

On a donc démontré que pour tout entier naturel #, on a:
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b. On sait que pour tout x € R, e!~* > 0, donc, d’apres la question précédente :

0< X" <X = o< x el < x el TN

IN

Donc, d’aprés la positivité de I'intégration :

1 1
o< x" el L x"el ™ = 0<[ K el_xdxéf x"e ™ dx <= [0< upey < uy
0 0

c. D’aprés la question précédente, puisque u,+1 < uj, la suite (u,) est décroissante.
De plus, puisque 0 < uy, elle est minorée par 0.
Donc, d’apres le théoréme de convergence monotone, la suite (u,) est convergente

vers une limite positive ou nulle.

b

b
2. a. Onsaitque pour u et v dérivableson a :f u'(x)v(x)dx = [u(x) v(x)]Z—f u(x)v'(x)dx.
a

a
Posons u/(x) = el ¥ et v(x) = x™*1. Alors u(x) = —el *et v/ (x) = (n+ 1)x".

Onadonc:

1 1
f xn+1 el—x dx = [_xn+1 el—x]é _f (I’l + 1)xn (_ el—x) dx
0 0

N I P (n+1)f el T gy

1
—1+(n+1)f x"el ™ *dx
0

On a donc bien:

‘un+1:(n+1)un—1.

b. On compleéte le script Python en bleu ci-dessus pour que la fonction suite () renvoie

1
la valeur de f xeldx.
0

from math import exp

def suite()
u = exp(1)-2
for n in range (1,8):
= (n+1) *u - 1
return u

3. a. Onse place dans l'intervalle d’intégration : soit x € [0; 1], donc
0<x<l1=>1-x<1= el ™ < e (croissance de la fonction exponentielle)

— x"el T<x"xe (x">=0)
1
— x” el *dx < f x" x edx (craoissance de I'intégration)
0

n+lq1

X

1
el ¥dx < ef x"dx = u, <e
0

n+1 0

-
= U, <
n+l
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e
b. On sait que pour tout n,ona: 0 < u,; donc 0 < u, < 1
n
e
Or lirP 1 0, donc d’apres le théoreme des gendarmes, on peut dire que
n—+oon

lim u,=0
n—+oo




